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相干宽带线性调频信号的波达方向估计新方法

罗蓬，刘开华，于洁潇，马永涛
（天津大学 电子信息工程学院，天津 300072）

摘  要：提出了一种相干宽带线性调频（LFM）信号的波达方向（DOA）估计新方法。该方法利用 LFM 信号在

分数阶 Fourier 域上的解线调特性，构造出新的解线调域阵列数据模型，然后结合传统的矩阵重构解相干以及

MUSIC 算法实现相干 LFM 信号的 DOA 估计。若同时存在多组相干 LFM 信号入射，则首先在不同的能量聚集域

上将各信号组分离，然后逐一进行各组内相干信号的 DOA 估计。该方法充分地挖掘了观测信号所包含的时频信

息，增加了可检测的 DOA 数目，提高了分辨性能和抗噪声性能。此外，该方法无冗余阵元与孔径损失，且适用

于任意流型阵列。仿真结果显示，在 DOA 估计的均方根误差（RMSE）相同时，与传统方法相比，本方法可获

得 8dB 左右的信噪比增益。
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Novel DOA estimation method for coherent
wideband LFM signals

LUO Peng, LIU Kai-hua, YU Jie-xiao, MA Yong-tao

(School of Electronics and Information Engineering, Tianjin University, Tianjin 300072, China)

Abstract: A novel direction of arrival (DOA) estimation method for coherent wideband linear frequency modulation

(LFM) signals was proposed. Based on the dechirp ing property of LFM signal in fractional Fourier domain, a new array 

data model was constructed, then the matrix reconstruction and MUSIC algorithm were used to estimate the DOA of co-

herent LFM signals. If there were multip le groups of coherent LFM signals incident, separated them in different ener-

gy-concentrated domains first, then carried the DOA estimation on each of the groups. Owing to fully excavating the 

time-frequency information inc luded in observed signals, this method has good resolution ability and anti-noise perfor-

mance, and the number of DOA that can be resolved is also increased. In addition, this method has no array redundancy 

and aperture loss, and can be applied to arbitrary array manifo ld. Simulation results show that this method can obtain 

nearly 8dB signal-to-noise ratio gain compared with the conventional method.
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应用，针对这类信号的波达方向（DOA, direction of 
1 引言

arrival）估计问题也日益受到人们的重视。由于 LFM

线性调频（LFM, linear frequency modulation） 信号具有宽带非平稳的特性，其阵列方向矩阵与时

信号在雷达、声纳、通信等信息系统中有着广泛的 间相关，因此常规的子空间算法不再适用于这类信
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号的 DOA 估计。近年来，将信号的时频特征和空

域信息相结合的时频空算法成为该领域一个研究

热点。沿着这个方向已经出现了一些研究成果[1~3]，

其中以国内学者陶然、齐林等提出的基于分数阶

Fourier 变换（FrFT, fractional Fourier transform）的

LFM 信号 DOA 估计方法[4~6]最受关注。由于 FrFT

是一种线性变换，不受交叉项的干扰，而且可以理

解为 LFM 基分解[7]，因此在对 LFM 信号的处理上

比其他时频变换方法更有优势。

传统的基于 FrFT 的估计方法利用 LFM 信号在

特定的分数阶 Fourier 域上达到能量聚集的特点，

提取阵列上各入射信号的 FrFT 峰值组成空间时频

分布矩阵，然后结合 MUSIC、ESPRIT 等信号子空

间算法实现 DOA 估计。然而，在相干信号情况下，

由于各LFM信号的参数相同，因此在分数阶Fourier

域峰值提取过程中很难区分不同的入射信号，导致

DOA 估计困难。文献[8]和文献[9]分别将前/后向空

间平滑以及矩阵重构技术引入分数阶 Fourier 域，

实现相干 LFM 信号的 DOA 估计。但是上述方法仅

选取各阵元上的 FrFT 峰值点数据参与DOA 估计的

运算，数据利用率较低，导致算法的稳定性和抗噪

声畸变的能力降低。

本文对 LFM 信号在 2 个特殊的分数阶 Fourier

域上的时频特性进行了深入研究，提出了一种相干

宽带 LFM 信号的 DOA 估计新方法。该方法在相干

LFM 信号的解线调域上建立起新的阵列数据模型，

并结合 Toeplitz 矩阵重构以及 MUSIC 算法实现

DOA 估计。若同时存在多组相干 LFM 信号入射，

则首先在不同的能量聚集域上将各信号组分离，然

后逐一进行各组内相干信号的 DOA 估计。该方法

充分地挖掘了观测信号所包含的时频信息，增加了

可检测的 DOA 数目，提高了算法的分辨性能和抗

噪声性能。另外，由于该方法未采用空间平滑类解

相干算法，因此不受阵列流型的限制，且无冗余阵

元与孔径损失。通过分析可知，当存在 G 个相干

LFM 信号组时，使用 M 阵元的阵列最多可估计出

的 DOA 数目多达 G(M- 1)个。文章的最后给出了该

方法的实施步骤，并通过仿真实验验证了其良好的

估计性能。

2  LFM信号的解线调域和能量聚集域 FrFT
分析

一个单分量 LFM 信号可以表示为

3 123

x(t ) = a x [ jp(2 f t + m t 2
0 e p 0 0 ) + jj 0 ] (1)

其中，a0、f 0、f0 和 µ0 分别代表信号的幅度、初相、

中心频率以及调频率。一个有限长 LFM 信号在时

频平面上呈现斜直线的背鳍形分布[10]，且直线的斜

率等于信号的调频率，如图 1 所示。

图 1 有限长 LFM 信号的 WVD

一个信号 x(t)的旋转角度为 a 的 FrFT 定义为

Xa (u) = F p [x ]= ∫
∞

(t ) x(t )Ka (t,u) dt (2)
−∞

其中，p 为 FrFT 的阶，可以为任意实数，a = pp/2，

Ka(t, u)为变换核函数，有

 1 − jcota exp{jp t 2 cot − a

2tu csca + u 2 cota  ≠ nK t,u =  },   a p

a ( ) (3)
d (t − u ),  a = 2np

d (t + u),  a = (2n ± 1)p

FrFT 可以被解释为时频平面上的旋转算子，即

一个信号的 FrFT 的WVD 是原信号WVD 的坐标旋

转形式[7]。

对于图 1，随着坐标轴的不断旋转，存在 2

个特殊的分数阶 Fourier 域，在这 2 个域中，该

LFM 信号的 WVD 分别呈现水平分布和垂直分

布。这 2 个分数阶 Fourier 域分别定义为该 LFM

信号的解线调域和能量聚集域，相应的 FrFT 变换

角度分别为

a d = arctan m0 (4)

a e = −arc cot m0 (5)

根据文献[11]给出的结论，式(1)给出的 LFM 信

号的 FrFT 为
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1+ j tana
Xa (u) = a0 exp( jj 0 ) ×

1+ m0 tana

 u2 (m0 − tana ) + 2uf seca − f 2 tana 
              exp  jp 0 0


1+ m0 tana 

(6)

将 LFM 信号的解线调域 FrFT 变换角度代入上

式并化简，得

Xa (u) = B exp (j2πf cos u) (7)
d 0 a d

其中

B = a0 cosa d 1+ j tana d ×

      exp  j(j − πf 2
0 0 sina d cosa d ) (8) 

为一个常数。通过上式可知，对一个 LFM 信

号进行解线调域 FrFT，可以将该信号解调为一个单

频信号，且该信号的频率为

fd = f0 cosa d (9)

将 LFM 信号的能量聚集域 FrFT 变换角度代入

式(6)，并根据极限

( ) 1
lim exp − jp 4 exp
c →

(jpu2 c)= d (u) (10)
0 c

化简可得

Xa (u) = Cd (u csca e − f0 ) (11)
e

其中

C = a0 − j − cota e exp  j j + π 4 ( 0 ) (12)

为一个常数。通过上式可知，对一个 LFM 信

号进行能量聚集域 FrFT，将得到一个冲击脉冲，且

该脉冲的位置为

ue = f0 csca e (13)

另外，由于a d 和a e 存在关系

a d = a e + π 2 (14)

根据 FrFT 的旋转可加性，有以下等式成立

Xa (u) = F  X a (u) (15)
d  e 

即 LFM 信号的解线调域 FrFT 和能量聚集域 FrFT

之间存在一个 Fourier 变换的关系。

3  提出的相干 LFM信号 DOA估计方法

3.1 阵列模型和基本假设

假设均匀线阵（ULA , uniform linear array）由

M 个各向同性阵元组成，阵元间隔为 d，将第一个

阵元设为参考阵元。远场有 G 组相干 LFM 信号入

射到阵列上，其中，第 i 个信号组包含 gi路相干 LFM

信号，其波达方向分别为{?i1, ?i2, ⋯, ?igi}，该信号

组可以看作是由同一信源经过不同的路径衰减产

生，其表达式为

T

si (t) = si1 (t ), si 2 (t ), ⋅ ⋅ ⋅, sig (t ) = ciu ( ) (16) i i t

其中

c = 
T

i c , c i1 i 2 , ⋅ ⋅ ⋅, cig
 (17)

i 

u (t) = exp 
i jp 2 f t m 2 )i t (18) ( i + 

可见，相干信号组内的各 LFM 信号具有相同

的调频率和中心频率，即在时频面上的分布相同。

于是，第 m 个阵元上的观测信号可以表示为

G
m ∑∑

g i

x (t) = cik u − m

i (t t ) m

ik + n (t ) (19)
i =1 k =1

其中，nm (t) 表示第 m 个阵元上的噪声。t m
ik 表示第

i 组第 k 个 LFM 信号在第m 个阵元和参考阵元之间

的传播延时，即

( os
t m m −1)d c (q ik )

ik = (20)
c

对式(19)所示的阵列模型做出以下几点假设：

1) 各相干 LFM 信号组 si(t), i=1, 2, ⋯, G 之间

相互独立；

2) 相干 LFM 信号组内的各路信号仅有幅度和

相位的差别，即路径衰减量 cik 为常数。组内的相干

LFM 信号个数不超过阵元个数，即 gi＜M；

3) 各阵元上的噪声是加性高斯白噪声。不同阵

元上的噪声互不相关，噪声与信号也互不相关。

3.2 相干 LFM信号组内的 DOA估计

以第 i 个相干 LFM 信号组为例，组内第 k 个

LFM 信号在参考阵元上的输出为

sik (t ) = c exp  jp(2 2

i + mi t 
ik f t ) (21) 

对 sik (t ) 进行角度为 a d = arctan mi 的解线调域

FrFT 将得到
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其中

S u = S 1 u), Si 2 ( )
T

i ( ) i ( u , ⋅ ⋅ ⋅, Sig (u  3 ) i
) ( 1

为第 i 组相干 LFM 信号的解线调域 FrFT 向量，

通过前面的分析可知，该组相干 LFM 信号已被解

调为一组相干单频信号。Ai 为M × gi 维的解线调域

方向矩阵，具有以下形式：

Ai =  A i1, Ai2 , ⋅ ⋅ ⋅, Aig
 (32)

i 

其中

 
T

A = 1, A2 A3
ik i ik ⋅ ⋅ ⋅ AM

k , , , ik (33) 

为组内第 k 个信号的解线调域方向向量，其取

值仅与时延t m
ik 有关，即只与第 k 个信号的入射角

q ik 有关。

为了实现组内各条路径上的 DOA 估计，定义

如下的相关函数：

H

R (m −1) = E{X 1 (u)  X m
i i  i (u) }

               = Ai (1)E{Si (u)S H

i (u)}AH

i (m) + s 2 I

(34)               = A (1) R H
i ss A i (m) + s 2 I

其中，Ai(m), m=1, 2, ⋯ , M 为方向矩阵 A i

的第 m 行的所有元素。对于上式，当 m 由 1 变

到 M 时，由这 M 个相关函数构成如下形式的相

关矩阵

 Ri (0) Ri (1) L R − 


i (M 1)


Ri (−1) Ri (0) L Ri (M − 2 )Ri =
 M M M 
  R ( M +1 R − + 2 i − ) i ( M ) L Ri (0) M ×M

(35)

式中， Ri (−m)= R∗
i (m)。

可以看出，Ri 是 M × M 阶的 Hermitian Toep-

litz 矩阵，包含了信号组内全部 g i 个相干信号的

信息。对 Ri 进行特征值分解，得到噪声子空间对

应的特征向量矩阵 UN，然后构造如下的 MUSIC

空间谱函数：

1
Pi (q ) =

H ( ) H
(36)

Ai q U N UN Ai (q )

3 125

Sik (u) = B exp( j2pf i cosa du) (22)

其中

B = c 2

ik cosa d 1+ j tana d exp(− jp f i sina d cosa d )
(23)

由于 LFM 信号经过延时后调频率不变，因此

延时信号的解线调域变换角度也保持不变。根据

FrFT 的时移性质[11]：

F p s(t − t ) = exp(jpt 2 sin cos a a )×

                       exp(− j2put sina )Sa (u − t cosa ) (24)

可得 s (t )在第 个阵元上的输出 s (t − t m

ik m ik ik )
的解线调域 FrFT 表达式：

S m
ik (u)= B exp  j2p f cosa d − t m 

 ( i ik sinad )u ×

 2               exp{jp (t m ) 2 m

ik sina d cosa d − 2 f i cos a d t ik }
(25)

实际应用中，由于延时项t m
ik 较小，即

t m

ik sina d ≪ f i cosa d (26)

因此式(25)可以化简为

S m
ik (u)= B exp(j2pfi cosa du)×

 2               exp{jp (t m ) sina cosa − 2 f cos2 a t m

 ik d d i d ik }
(27)

比较式(22)和式(27)，可得第 k 个 LFM 信号在

参考阵元和第 m 个阵元上的解线调域输出之间的

关系：

S m (u)= Am

ik ik Sik (u) (28)

其中

2

Am  m

k = { 
i exp jp (t ik ) sina d cosa − o

 d 2 f c 2 m

 i s a d t ik }
(29)

将整个阵列的解线调域时频输出表示为向量

形式：

X , 2
i (u)=  X 1

i (u) X (u i ) ⋅ ⋅ (
T

, ⋅, X M
i u)

           = A i (u) (u ) (3
i S + N 0)
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对上式进行一维谱峰搜索，即可实现第 i 个相

干 LFM 信号组内各条路径上的 DOA 估计。

3.3 不同相干 LFM信号组的分离

上一节给出了相干 LFM 信号组内的DOA 估计

方法，本节主要讨论多个相干 LFM 信号组之间的

分离方法。根据式(19)可知，参考阵元上的观测信

号可以表示为

x(t ) = ∑
G

si (t ) + n(t) (37)
i =1

其中


si (t ) = ∑

g i 
cik ui (t) (38)

 k =1 

为第 i 个相干信号组在参考阵元上的输出，显

然该输出也是一个 LFM 信号。对式(37)进行连续变

化阶次的 FrFT，形成观测信号在参数(a, u)平面上

的二维能量谱，对该能量谱进行谱峰搜索，即可获

得各相干 LFM 信号组的能量聚集域变换角度 ai 以

及谱峰坐标 ui。

记式(37)的关于角度 a i 的 FrFT 为 Xa i(u)，

根据前面的分析，在第 i 组相干 LFM 信号的能

量聚集域，该信号组呈现出明显的尖峰，其他

各组信号的能量分布则较为分散。在此分数阶

Fourier 域上，以尖峰位置 u i 进行遮隔处理，即

使 Xa i(u)通过一个中心频率为 u i 的窄带滤波器，

通过适当地选择滤波器的带宽 L，即可实现参考

阵元上第 i 个相干 LFM 信号组的分离。此过程

如图 2 所示。

图 2 相干 LFM 信号组的能量聚集域分离

在参考阵元之外的各个阵元上，由于延时不

改变 LFM 信号的调频率，因此各信号组的能量

聚集域变换角度也保持不变，仍可按前述之方法

对各信号组进行分离。需要注意的是，由于组内

各 LFM 信号的入射角各不相同，因此它们的阵

元延时也不相同，导致它们在能量聚集域的谱峰

位置不再严格聚集于一点，此时需要对滤波器的

宽度 L 进行调整，以保证完整分离出组内的所有

信号。

利用上述方法，可以从各阵元上的观测信号中

分离出某一相干 LFM 信号组，得到该组信号的能

量聚集域阵列输出。利用式(15)，将该输出转化到

解线调域，继而可以通过 3.2 节的方法实现组内各

条路径上的 DOA 估计。通过上述分析可知，当存

在 G 个相干 LFM 信号组时，使用 M 阵元的阵列最

多可估计出的 DOA 数目为 G(M- 1)个。

3.4 算法的实施步骤和细节

总结以上的分析，将算法的主要步骤归纳如下：

1) 对参考阵元上的接收信号进行连续变化阶

次的 FrFT，并对(a, u)平面做二维搜索，通过谱峰

个数估计出相干信号组的个数，并记录各信号组对

应的谱峰位置(ai, ui)；

2) 取各个阵元上接收信号的关于 ai 的 FrFT，

以谱峰点为中心，利用长度为 L 的带通滤波器进行

滤波，并对滤波后的数据进行 FFT，得到阵列上的

一组相干单频信号数据；

3) 构造式(35)所示的相关矩阵，并对其进行特

征值分解，利用所得的噪声子空间特征向量矩阵构

造 MUSIC 空间谱函数 Pi(?)；

4) 对 Pi(?)进行一维谱峰搜索，即可估计出第 i

个相干 LFM 信号组内各条路径上的 DOA；

5) 重复步骤 2)~步骤 4)，直至估计出所有信号

组所包含的相干 LFM 信号的 DOA；

6) 若只有一组相干 LFM 信号入射，则直接对

各阵元上的观测数据进行解线调域 FrFT，然后利用

步骤 3)~步骤 4)实现各相干信号的 DOA 估计。

另外，在上述谱峰搜索过程中采用“粗扫描+

细扫描”的二阶搜索方法，可以大大减少算法的运

算复杂度。

4  仿真实验

实验 1  对 LFM 信号的能量聚集域和解线调

域输出特性进行验证。构造一个 LFM 信号

x(t ) = a0 exp{jp(2 f0t + m t 2

0 ) + jj 0}

其参数设置为： f 0=15Hz、µ0=30Hz/s、a0=1.5、

f 0=0.5p。采样频率为 500Hz，快拍数为 401。分

别对该信号进行能量聚集域和解线调域 FrFT，
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图 3 为该信号在时域以及上述 2 个分数阶 Fourier

域的输出波形。

从图 3 可以看出，该 LFM 信号在 2 个分数阶

Fourier 域上具有良好的能量聚集特性和解线调特

性。本实验的结果验证了前文中的相关结论，是整

个 DOA 估计方法的前提和基础。

图 3 LFM 信号在时域、能量聚集域和解线调域的输出

实验2  相干宽带LFM信号的DOA估计实验。

假设 ULA 由 10 个阵元组成，阵元间隔 d=5。远场

存在 2 个相互独立的等幅宽带 LFM 信号源，其参

数分别设置为：f1=12MHz、µ1=1MHz/µs、f2=- 8MHz、

µ2=- 0.7MHz/µs。2 个信源各产生了 3 个相干信号，

入射角分别为：?1=[40°,60°,140°]，?2=[30°,90°,145°]。

采样频率为 100MHz，快拍数为 501，阵元噪声为

10dB 的高斯白噪声。图 4 为参考阵元上观测信号的

连续变化阶次 FrFT 的二维扫描谱。

图 4 入射信号的二维 FrFT 扫描谱

从图 4 中可以看出，在(p, u)平面上有 2 个明显

的谱峰，分别对应于 2 个 LFM 信号组。分别构造

这 2 组相干 LFM 信号在各自的解线调域上的

MUSIC 空间谱，如图 5 所示。
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(a) 信号组 1

(b) 信号组 2

图 5 相干 LFM 信号的 MUSIC 空间谱

对图 5(a)和图 5(b)所示的 2 个谱函数做关于角

度 ? 的一维谱峰搜索，选择扫描步长为 0.01°，得
ˆ到 2 组入射信号的DOA 估计为：q1 =[39.46°,59.78°,

ˆ140.12°]，q 2 =[29.16°,89.98°,145.35°]。

实验 3  本文方法和传统方法的性能对比

实验。采用 8 阵元 ULA，3 个相干 LFM 信号入

射到该阵列上，入射角设置为： ? =[50°,90°,

140°]。在其他条件均相同的前提下，比较本文

方法和文献[9]提出的基于能量聚集域 FrFT 以

及矩阵重构解相干的宽带 LFM 信号 DOA 估计

方法的性能。图 6 给出了上述 2 种方法的 MUSIC

空间谱。

图 7 和图 8 分别给出了 2 种方法的 DOA 估计

成功概率以及均方根误差（RMSE, root mean square 

error）随信噪比变化的曲线。所有仿真结果均为 100

次独立实验的平均。

由于本文方法利用了解线调分数阶 Fourier

域上的全部观测数据参与 DOA 估计的运算，与
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传统的基于 FrFT 峰值提取的算法相比，该方法对

观测数据的利用更加充分，获得了一定的性能改

善。通过图 6~图 8 可以看出，相比于传统估计方

法，本文方法具有更好的空间分辨性能和更低的

信噪比门限。在 DOA 估计的 RMSE 相同时，与

传统方法相比，本文方法可获得 8dB 左右的信噪

比增益。

图 6 本文方法和传统方法的估计结果

图 7 DOA 估计的成功概率随信噪比的变化曲线

图 8 DOA 估计的均方根误差随信噪比的变化曲线
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5  结束语

本文提出了一种基于 FrFT 的相干宽带 LFM

信号 DOA 估计新方法。该方法利用阵列信号在

2 个特殊的分数阶 Fourier 域上的时频特性，实现

了对不同的相干 LFM 信号组的分离和各组内的

DOA 估计。相比于传统方法，本文方法对阵列

数据的利用更加充分，获得了更好的空间分辨性

能和更低的信噪比门限。另外，该方法无冗余阵

元与孔径损失，并且可以推广到任意阵列流型。

当存在 G 个相干 LFM 信号组时，使用 M 阵元的

阵列最多可估计出的 DOA 数目达 G(M- 1)个。最

后，仿真实验的结果证明了本文方法的良好估计

性能。
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